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大學入學 112 年(111 學年度) 

分科測驗 數學甲試題 
俞克斌老師編寫 

第壹部分第壹部分第壹部分第壹部分：：：：選擇選擇選擇選擇(填填填填)題題題題（（（（佔佔佔佔 76 分分分分）））） 

一一一一、、、、單選題單選題單選題單選題（（（（佔佔佔佔 18 分分分分）））） 

1. 坐標平面上，一質點由點 ( )2,3 −− 出發，沿著向量 ( )1,a 的方向移動 5 單位長之後剛好抵

達 x 軸，其中 a 為正實數。試問 a 值等於下列哪一個選項？ 

 (1)
2

13
 (2) 2  (3) 5  (4)

2

21
 (5) 62  【112 分科測驗數甲】 

答：(4)  

解： ( ) ( ) ( )0,1,

1

5
2,3

2

xa

a

=

+

+−−  
2

21
±=a （取正） 

 

2. 放射性物質的半衰期T 定義為「每經過時間T ，該物質的質量會衰退成原來的一半」。

鉛製容器中有 A 、 B 兩種放射性物質，其半衰期分別為
A

T 、
B

T 。開始記錄時這兩種物

質的質量相等，112 天後測量發現物質 B 的質量為物質 A 的質量的四分之一。根據上述，

試問
A

T 、
B

T 滿足下列哪一個關係式？ 

 (1)

BA
TT

112112
2 =+−  (2)

BA
TT

112112
2 =+  

 (3)

BA
TT

112
log

112
log2

22
=+−  (4)

BA
TT

112
log

112
log2

22
=+  

 (5)

BA
TT

112
log

112
log2

22
=  【112 分科測驗數甲】 

答：(2)   

解： BA
TT

112112

2

1
4

2

1








×=








 

BA
TT

112
2

112
+−=  

 

3. 試問極限 ( ) 







−×+++×++×+

∞→

222222

2
194294194

3
lim nnnn

nn
⋯  

 的值可用下列哪一個定積分表示？ 

 (1)  +
3

0

2
1 dxx  (2) dxx +

3

0

2
91   (3)  +

3

0

2
4 dxx  

 (4)  +
3

0

2
94 dxx  (5) dxx +

3

0

2
94  【112 分科測驗數甲】 

答：(3)   

解：所求
nn

k
n

kn

33
4lim

1

1

2

























+= 

−

=∞→
 +=

3

0

2
4 dxx  



2 

解：所求 dxx
nn

k
n

kn
 +=×








+=

−

=∞→

1

0

2
1

1

2

943
1

943lim  

令 xt 3=   dxdt 3= ，所求  +=
3

0

2
4 dtt  

 

二二二二、、、、多選題多選題多選題多選題（（（（佔佔佔佔 40 分分分分）））） 

4. 設 ba , 為實數。已知四個數 7,4,1,3 −− 皆滿足 x 的不等式 bax ≤− ， 

 試選出正確的選項。 

 (1) 10 也滿足 x 的不等式 bax ≤−  (2) 7,4,1,3 −− 滿足 x 的不等式 bax ≤+  

 (3)
2

7
,2,

2

1
,

2

3
−− 滿足 x 的不等式

2

b
ax ≤−  (4)b 可能等於 4 

 (5) ba , 可能相等 【112 分科測驗數甲】 

答：(1)(2)   

解： 73 ≤≤− x   52 ≤−x  

則 52 ≤+x   37 ≤≤− x  

則
2

5
2 ≤−x  

2

7

2

1
≤≤− x  

 

5. 考慮實係數多項式 ( ) baxxxxxf ++−−=
234

24 。已知方程式 ( ) 0=xf 有虛根 

 i21+ （其中 1−=i ），試選出正確的選項。 

 (1) i21− 也是 ( ) 0=xf 的根 (2) ba , 皆為正數 

 (3) ( ) 01.2 <′f  (4)函數 ( )xfy = 在 1=x 有局部極小值 

 (5) ( )xfy = 圖形反曲點的 x 坐標皆大於 0 【112 分科測驗數甲】 

答：(1)(3)  

解： ix 21+=   ( ) ( ) 22
21 ix =−   052

2
=+− xx  

( ) 55122411252
23422

−+−−=




 −−




 +−= xxxxxxxxxf  

( ) ( )( ) ( )3114124124
23

−−+=+−−=′ xxxxxxxf  

 ( ) 01.2 <′f 且 ( )1−f ， ( )3f 為極小值， ( )1f 為極大值 

( ) 042412
2

=−−=′′ xxxf   =
±

=
3

323
x 反曲點 x 坐標 

 

6. 設 tsrdcba ,,,,,, 皆為實數，已知坐標空間中三個非零向量u ( )0,,ba= 、 v ( )0,,dc= 及

w ( )tsr ,,= 滿足內積 w ⋅ u = w ⋅ v 0= 。考慮三階方陣

















=

tsr

dc

ba

A 0

0

，試選出正確

的選項。 

 (1)若u ⋅ v 0= ，則行列式 0≠
dc

ba
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 (2)若 0≠t ，則行列式 0≠
dc

ba
 

 (3)若存在一個向量 w ′ 滿足 w ′ ⋅ u = w ′ ⋅ v 0= 且外積 w ′ × w ≠ 0，則行列式 0≠
dc

ba
 

 (4)若對任意三個實數 gfe ,, ，向量 ( )gfe ,, 都可以表示成u， v ， w 的線性組合， 

   則行列式 0≠
dc

ba
 

 (5)若行列式 0≠
dc

ba
，則 A 的行列式不等於 0 【112 分科測驗數甲】 

答：(1)(4)(5) 

解：(1)u ⋅ v 0= ，表u ⊥ v   u， v 不平行 

  (2)u， v 可能平行，且皆與 w 垂直 

  (3)此時必u， v 平行 

  (4)此時u， v ， w 可為基底向量，故u，v 不平行 

  (5)u， v 不平行，且皆與 w 垂直 體積 0≠  

 

7. 有一個依順時針方向依序標示 12,,2,1 ⋯ 數字的圓形時鐘（如圖 

 所示）。一開始在此時鐘「12」點鐘位置擺設一枚棋子，然後 

 每次投擲一枚均勻銅板，依投擲結果，照以下規則移動這枚棋 

 子的位置： 

 • 若出現正面，將棋子從當時位置依順時針方向移動 5 個鐘點。 

 • 若出現反面，將棋子從當時位置依逆時針方向移動 5 個鐘點。 

 例如：若投擲銅板三次均為正面，則棋子第一次移動到「5」點鐘位置、第二次移動到

「10」點鐘位置，第三次移動到「3」點鐘位置。 

 對任一正整數 n ，令隨機變數
n

X 代表依上述規則經過 n 次移動後棋子所在的點鐘位置，

( )kXP
n

= 代表 kX
n

= 的機率（其中 12,,2,1 ⋯=k ），且令 ( )
n

XE 代表
n

X 的期望

值。試選出正確的選項。 

 (1) ( ) 6
1

=XE  (2) ( )
4

1
12

2
==XP   (3) ( )

88
2

1
5 ≥=XP  

 (4) ( ) ( )84
88

=== XPXP  (5) ( ) 7
8

≤XE  【112 分科測驗數甲】 

答：(1)(4) 

解：(1) ( ) 67
2

1
5

2

1
1

=×+×=XE  

(2) ( )
2

1
!2

2

1

2

1
12

2
=××==XP ，即一正一反 

(3)(4)(5) 8 正在 4，8 反在 8，機率均為
8

2

1
 

7 正 1 反在 6，7 反 1 正在 6，機率均為
8

2

8
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6 正 2 反在 8，6 反 2 正在 4，機率均為
8

2

28
 

5 正 3 反在 10，5 反 3 正在 2，機率均為
8

2

56
 

4 正 4 反在 12，機率為
8

2

70
 

故 ( ) 05
8

==XP ， ( ) ( )
888

2

281
84

+
==== XPXP  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 7

2

1956
70125621028628184

2

1

888
>=×+×++××++×+=XE  

 

8. 複數平面上，設 z 代表複數 z 的共軛複數，且 1−=i 。試選出正確的選項。 

 (1)若 iz 2= ，則 ziz 4
3

=  

 (2)若非零複數α 滿足 αα i4
3

= ，則 2=α  

 (3)若非零複數α 滿足 αα i4
3

= 且令 αβ i= ，則 ββ i4
3

=  

 (4)滿足 ziz 4
3

= 的所有非零複數 z 中，其主輻角的最小可能值為
6

π
 

 (5)恰有 3 個相異非零複數 z 滿足 ziz 4
3

=  【112 分科測驗數甲】 

答：(2)(3)   

解：(1) iz 2= ， iz 8
3

−= ， ( ) ( ) 8244 =−= iizi  

  (2) αα i4
3

=  24
3

= →=
=

ααα
αα

i  

  (3)














−
=








 →=

=

i
i

i
i

i ββ
αα

β
α

44

3
3

 ββ i4
3

=  

  (4)(5) ( ) θ=zArg ， ( ) θ−°= 360zArg  

  ( ) k°+−°+°= 360360903 θθ  ( )1360904 +°+°= kθ  

  ( )1905.22 +°+°= kθ ，故有 4 解 

 

三三三三、、、、選填題選填題選填題選填題（（（（佔佔佔佔 18 分分分分）））） 

9. 已知平面上直角 ABC∆ 的三邊長 7=AB 、 3=AC 、 2=BC 。若分別以 AB 與 AC 為 

 底邊在 ABC∆ 的外部作頂角等於 °120 的等腰三角形 MAB∆ 與 NAC∆ ， 

 則 =
2

MN     。（化為最簡分數） 【112 分科測驗數甲】 

答：
3

13
   

解： 

3

7
== MBMA ， 1== NCNA ， °=∠=∠=∠=∠ 30NCANACMBAMAB  
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   ( )°+∠+°×××−+













= 3030cos1

3

7
21

3

7 2
2

2
BACMN  

      
3

13

7

2

2

3

7

3

2

1

3

7
21

3

7
=












×−×××−+=  

 

10. 坐標空間中有方向向量為 ( )2,2,1 − 的直線 L 、平面 10632:
1

=++ zyxE 與 

 平面 4632:
2

−=++ zyxE 。則 L 被
1

E 、
2

E 所截線段的長度為    。 

     （化為最簡分數） 

【112 分科測驗數甲】 

答：
4

21
   

解：    ( )
( )

( ) ( )1 2

10 4 3 7
, sec

7 1, 2, 2 2,3,6
d E E θ

− − ×
× = ×

− ⋅ 4

21

8

21
2 =×=  

 

11. 百貨公司舉辦父親節抽牌送獎品活動，規則如下： 

   主辦單位準備編號 1、2、⋯、9 的牌卡十張， 

   其中編號 8 的牌卡有兩張，其他編號的牌卡均只有一張。 

   從這十張牌隨機抽出四張，且抽出不放回，依抽出順序由左至右排成一個四位數。 

   若排成的四位數滿足下列任一個條件，就可獲得獎品： 

 (1)此四位數大於 6400 

 (2)此四位數含有兩個數字 8 

 例如：若抽出四張牌編號依序為 5、8、2、8，則此四位數為 5828，可獲得獎品。 

 依上述規則，共有    個抽出排成的四位數可獲得獎品。 【112 分科測驗數甲】 

答： 5541  

解： 1□□□□～ 5□□□□可得獎（必含88 ） 1055
!2

37

1
=××

！
C  

6□ 1□□□～ 6□ 3□□□可得獎（必含88 ） 331 =×  

6□ 4□□□、 6□ 5□□□、 6□□7 □□、 6□ 9□□□得獎
1684!288

44188

7

2
=××

=×

C不不

不
 

6□□8 □□必得獎 56!2
8

2
=×C  

7□□□□、 9□□□□必得獎

6722!388

422
!2

!3
88

8

3

7

1

=××

=××

C

C

不不

不
 

□8 □□□必得獎 504!3
9

3
=×C  

合計 5541 種 
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第貳部分第貳部分第貳部分第貳部分：：：：混合題或混合題或混合題或混合題或非選擇題非選擇題非選擇題非選擇題（（（（佔佔佔佔 24 分分分分）））） 

12-14 題為題組 

        設 ba , 為實數，並設O 為坐標平面的原點。已知二次函數 ( ) 2
axxf = 的圖形與 

圓 03:
22

=+−+Ω byyx 皆通過點 








2

1
,1P ，並令點C 為 Ω 的圓心。根據上述， 

試回答下列問題。 

12. 試求向量CO與CP夾角的餘弦值。 【112 分科測驗數甲】 

答：
2

1
 

解： 
2

axy = ， 03
22

=+−+ byyx ，皆過 








2

1
,1P  

2

1
= a ，

4

1
=b  

  ( ) 2
2

3
0:

2
2 =








−+−Ω yx   









2

3
,0C圓圓  

  

( )

2

1

2
2

3

1,1
2

3
,0

cos =

×

−⋅







−

= θ  

 

13. 試證明 ( )xfy = 圖形與 Ω 在 P 點有共同的切線。 【112 分科測驗數甲】 

證：
2

2

1
xy = 過 









2

1
,1P 之切線為 xy ⋅⋅=








+ 1

2

1

2

1

2

1
 

2

1
=− yx  

0
4

1
3

22
=+−+ yyx ，過 









2

1
,1P 之切線為 0

4

1

2

1

2

3

2

1
=+








+−+ yyx  

2

1
=− yx ，故切線相同，得證 

 

14. 試求 ( )xfy = 圖形上方與 Ω 下半圓弧所圍區域的面積。 【112 分科測驗數甲】 

答：
23

5 π
−    

解： dxxxdxxx  







−−+−=








−−−

1

0

1

0

2222
223

2

1
2

2

3
2  

( )
23

5

2

11
2

8

1
23

3

1 2
1

0

3 π
π −=







 ×
+××−





++−= cxx  
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15-17 題為題組 

        坐標平面上，設Γ 為中心在原點且長軸落在 y 軸上的橢圓。已知對原點逆時針旋轉θ 角

（其中 πθ <<0 ）的線性變換將 Γ 變換到新橢圓 Γ ′ ： 180415440
22

=++ yxyx ，點














−

3

52
,

3

5
為 Γ ′ 上離原點最遠的兩點之一。根據上述，試回答下列問題。 

15. 橢圓 Γ ′ 的長軸長為    。（化為最簡根式） 【112 分科測驗數甲】 

答： 52  

解：所求 52
3

52

3

5
2

22

=













+








−=  

 

16. 試求 Γ ′ 短軸所在的直線方程式與短軸長。 【112 分科測驗數甲】 

答： 025 =− yx ， 4  

解：長軸斜率
5

2

3

5

3

52

−=

−

= ，短軸斜率
2

5
=  

短軸方程式： 025 =− yx  

與 Γ ′ 交於














3

52
,

3

4
，














−−

3

52
,

3

4
，短軸長 4=  

 

17. 已知在 Γ 上的一點 P 經由此旋轉後得到的點 P ′ 落在 x 軸上，且 P ′ 點的 x 坐標大於 0。 

 試求 P 點的坐標。 【112 分科測驗數甲】 

答：













−

2

10
,2P  

解： Γ ′ 與 x 軸交於













0,

2

23
，














− 0,

2

23
且

3

2
cos =θ ，

3

5
sin =θ  

則

















=














 −

0

2

23

cossin

sincos

y

x

θθ

θθ
 

















−
=





































−

=








2

5

2

0

2

23

3

2

3

5

3

5

3

2

y

x
 

 


