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台北區高中 106 年(105 學年度)高三下 

第二次指考模擬考數學(自然組)試題 
俞克斌老師編寫 

第壹部分：選擇題 

一、單選題 

 1. 方程式 ( ) 0sin1log =−+ xx 有多少個相異的實根？ 
 (1) 3個 (2) 4個 (3) 5個 (4) 6個 (5) 7 個。 【106 北區模(2)】 

答：(3) 
解： ( )1log += xy 與 xy sin= 有5個交點 

 
 

 2. 如右圖，設O、 A、B 是平面上不共線三點， 
 且P 為 AB 的垂直平分線上任意一點， 

 若EA| | AOA A E A 8= ，EA| | AOB A E A 4= ，則AOP
E

A ⋅
A

OA
E

A − AOB
E

A  
 之值為下列哪一個選項？ 
 (1)12  (2) 24  (3) 32  (4) 48 (5) 64 。【106 北區模(2)】 

答：(2) 

解：所求
2
1

=
A

OA
E

A + AOB
E

A ⋅
A

OA
E

A − AOB
E

A

2
1

= | AOA
E

A | 2 − | AOB
E

A | 2 24=  

 3. 設a、b 為實數，若直線 L： 1=+
b
y

a
x

通過一點 ( )αα sin,cosP ， πα 20 <≤ ， 

 則下列選項何者正確？ 

 (1) 1≥+ ba  (2) 122 ≤+ ba  (3) 122 ≥+ ba  (4) 111
22

≤+
ba

 (5) 111
22

≥+
ba

。 

  【106 北區模(2)】 

答：(5) 

解： 122 =+∈ yxP 與 L： abaybx =+ 有相交 

故 1
00

22
≤

+

−+

ab

ab
⇒ 2222 baba ≥+ ⇒ 111

22
≥+

ba
 

 4. 利用定積分的幾何意義計算 ∫− 














−+

2
2

2
2

4
1sin dxxxx 的值為下列哪一個選項？ 

 (1) π
2
1

 (2) π
3
2

 (3) π
6
5

 (4)π  (5) π2 。 【106 北區模(2)】 

答：(4) 

解：所求 ∫− 














−=

2
2

2

4
1 dxx

  ∵ xx sin2
為奇函數 
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∵ 0
4

1
2

≥−=
xy ，恰表 1

14

22
=+

yx
的上半部  故所求 ππ =×××=

2
112  

 
二、多選題 

 5. 重複投擲一枚不均勻的硬幣18次，若以 kP 表示其中恰好出現 k 次正面的機率， 

 且經計算得 36log
18

0
2 =












P

P
，請選出正確的選項： 

 (1)此硬幣出現正面的機率
5
1

=p   

 (2) 0P 、 1P 、 2P 、……、 18P 的平均值是
5
1
  

 (3)投擲此硬幣18次，出現正面次數的期望值為
5

18
次  

 (4) 0P 、 1P 、 2P 、……、 18P 中的最大值是 4P   

 (5)在連續擲出17 次反面後，此硬幣於第18次投擲出現正面的機率為 1P 。【106 北區模(2)】 

答：(1)(3) 

解：(1)
( )

( )
36

01818
18

18018
0

18

0 2
1

1
=

−

−
=

PPC

PPC

P

P
⇒ 41

=





 −

P
P

⇒
5
1

=P  

(2)
19
1

19
1810 =

+++ PPP 
   (3) ( )

5
18

5
118 =×=XE  

(4) 3
5
1181

5
118 = →×≤≤−×

∈ rr Zr
   (5)應為

171
18
11 5

4
5
1

5
1















=≠= CPP  

 6. 若 ( ) ( ) 6331612 223 +




 ++−++= xaaxaxxf 為一個整係數多項式， 

 且方程式 02 =




 xf 有二個絕對值小於1的有理根，請選出正確的選項： 

 (1)若 k 為方程式 02 =




 xf 的根，則

2k 為方程式 ( ) 0=xf 的根  

 (2)方程式 02 =




 xf 恰有4個實根  

 (3)若
p
q

x = 為方程式 ( ) 0=xf 的有理根，其中 p 、 q皆為整數，則 12p 且 6q   

 (4) a為完全平方數  
 (5)方程式 ( ) 0=xf 恰有1個有理根。 【106 北區模(2)】 

答：(1)(2)(4) 

解：(1)均為 02 =




 kf  

(2)若 ( ) 0=xf 的解為 0>t ，則 02 =




 xf 的解為 t±  
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  若 ( ) 0=xf 的解為 0<s ，則 02 =




 xf 的解為 is−±  

  故 02 =




 xf 有二個絕對值小於1的有理根，亦即

m
n

m

nt ±=±=±
2

2
， mn <  

  則 ( ) 0=xf 有一個絕對值小於1的正有理根，亦即 0
2

2
>=

m

nt   

  由韋達定理得知， ( ) 0=xf 的三根之積
2
1

− ，故另兩根之積 0<  

  則另兩根為共軛虛根（乘積為正，不合）或一正一負根（合） 

  故 ( ) 0=xf 恰有 2 正根 1 負根，故 02 =




 xf 恰有4實根 2 虛根 

(3)必須 ( ) 1, =qp 才成立 

(4)由牛頓定理得知 122m 且 62n ，故 12 =n 、 42 =m ，故
4
1

=t  

  則
2

11,406
4

33
16

16
16
3

4
1 2

−=⇒=+
++

−
+

+=





 aaaaf （不合），a為完全平方 

(5) ( ) ( ) ( ) ( ) 3,
3
2,

4
10323146312512 23 −=⇒=+−−=+−+= xxxxxxxxf 三有理根 

 7. 已知二階方陣 







=

dc

ba
A ，其中a、b 、 c、d 均為實數， 

    











=

0

0
0 y

x
X 、












=

1

1
1 y

x
X 、












=

2

2
2 y

x
X 、












=

3

3
3 y

x
X ，請選出正確的選項： 

 (1)若 0=− bcad ，且 0≠abcd ， 0X 為坐標平面上之一點， 

      則 0AX 必落在斜率為
a
c
且通過原點的直線上  

 (2)若 0=− bcad ，且 0≠abcd ， 

      則滿足方程式 







=









0

0

y

x
A 的所有 









y

x
必落在斜率為

c
a

− 且通過原點的直線上  

 (3)若



















=

5
6

5
2

5
3

5
1

A ， 0X 為坐標平面上之一點，則 0AX 為 0X 在直線 xy 2= 上之投影  

 (4)若 0≠− bcad ，且 1X 、 2X 、 3X 為坐標平面上不共線之相異三點， 

      則 1AX 、 2AX 、、 3AX 三點亦不共線  

 (5)若坐標平面上任一點 








y

x
皆可依序先由二階方陣 A變換、再經方陣 







 −

43

34
變換至 

   








−

−

x

y
，則矩陣 A為鏡射矩陣。 【106 北區模(2)】 

答：(1)(4) 
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解：(1) ⇒==⇒=− t
c
d

a
bbcad 0 0

00

00

0

0
0 =−∈













+

+
=




















= aycx

ctycx

atyax

y

x

ctc

ata
AX  

(2) 0
0

0
00

00

00 =+⇒







=













+

+
tyx

ctycx

atyax
，斜率為

d
c

b
a

t
−=−=−

1  

(3)
( )

( )
02

3
5
2

3
5
1

5
6

5
2

5
3

5
1

00

00

0

0
0 =−∈



















+

+
=































= yx
yx

yx

y

x
AX  

   但 0X 、 0X ′ 的斜率

00

00
34

42

yx

yx

+−

−
不恆為

2
1

−  

(4) 1X 、 2X 、 3X 不共線，所圍面積 0
2
1





31

21 ≠
XX

XX
，又 0≠− bcad ， 

    則面積 0
2
1

2
1









31

21

31

21 ≠=
XX

XX
A

AXAX

AXAX
，故 1AX 、 2AX 、、 3AX 亦不共線 

(5) 
















−

−−
=









−

−









−
=








⇒









−

−
=















 −

y

x

x

y

y

x
A

x

y

y

x
A

34

43
25
1

43

34
25
1

43

34
 

 8. 已知複數平面上O為原點，三相異點 A、B 、C 所對應之複數分別為 1z 、 2z 、 3z ， 

 且 32121 =−== zzzz ，請選出正確的選項： 

 (1)若 1321 =−+ zzz ，則 42 3 ≤≤ z  (2) 06
2

6
1 =− zz  (3) 02

221
2
1 =++ zzzz  

(4)
2

2
2

1 11 zz −+− 的最小值為2   

 (5)若 D點所對應之複數為 122 zz − ，則 ODOA ⊥ 。 【106 北區模(2)】 

答：(1)(2)(4)(5) 
解： 32121 =−== zzzz ，表 1z 、 2z 、O位於高斯平面，構成正∆  

(2)(3)(5) 31 =z ， ( )°+°=+= 60sin60cos3
2
3

2
3

2 iiz  

6
2

36
1 3 zz == ， 02

221
2
1 ≠++ zzzz  

izz 32 12 =− ，與 31 =z 互相垂直 

(1) ( ) 1213 =+− zzz ⇒ 1
2
3

2
33 22

3 =





 −+










−∈ yxz  

⇒ 1313 3 +≤≤− z ⇒ 42 3 ≤≤ z  

(4) ( ) 22
21

222
2

2
1 2111111 ≥−+−≥





 +






 −+− zzzz  

所求 2=Min  

解： 32121 =−== zzzz ，表 1z 、 2z 、O位於高斯平面，構成正∆  
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(1) ( ) 1213 =+− zzz ⇒ 3z 位於以 ( )21 zzP + 為圓心，1 為半徑的圓上 

⇒ 1313 3 +≤≤− z ⇒ 42 3 ≤≤ z  

(2) ( )θθ sincos31 iz += ， ( ) ( )( )°±+°±= 60sin60cos32 θθ iz ，則
6
2

6
1 zz =  

(3)則 ( ) ( ) ( )( )°±+°±++=++ 602sin602cos32sin2cos32
221

2
1 θθθθ iizzzz  

                   ( ) ( )( ) 01202sin1202cos3 ≠°±+°±+ θθ i  

  應 ( ) ( ) ( )( )°±+°±−+=+− 602sin602cos32sin2cos32
221

2
1 θθθθ iizzzz  

                   ( ) ( )( ) 01202sin1202cos3 ≠°±+°±+ θθ i  

(4)由中線定理得知































 −
+

+
−=−+−

2
21

2
212

2
2

1 22
1211

zzzz
zz  

   →















+

+
−=

=+∈
+

4
9

2
2

21
2221

4
3

2
12

yx
zz

zz
當

2
3

2
21 =

+ zz
，有最小值 2  

(5) 122 zz − 與 2z 夾 °30 （畫圖即知），故 122 zz − 與 1z 互相垂直 
 
 
三、選填題 

 A. 投擲一顆公正的骰子（六個面的點數分別為1、2、3、4、5、6且每面出現的機會均

等）兩次，設第一次與第二次所得到的點數分別為 p 、 q。請問：在 p 、 q中至少有一

數為5的條件下，方程式 02 =++ qpxx 有實根的機率為    。（化為最簡分數） 
  【106 北區模(2)】 

答：
11
7  

解： 
 
 
 

 B. 坐標平面上，直線 xy
2
1

= 與函數 1
3
2csc +






 += πxy 的圖形在 y 軸右側的交點 

 由左而右依序為 1A 、 2A 、 3A 、……。若以 kx 表示點 kA 的 x坐標，並定義數列 

 〈 nc 〉=〈 nn xx −+1 〉，則 =
∞→ nn

clim     。（化為最簡分數） 【106 北區模(2)】 

答： π
2
3  

解： 1
3
2csc +






 += πxy 週期為 ππ 3

2
32 =× ， =

∞→ nn
clim 兩漸近線間隔=半週期

2
3π

=  

 C. 設 ( )xf 為可微分函數，若 ( ) 21 =f 且 ( ) 11' =f ，則

( )
=

−






−

→ 1

1
lim

32

1 x

xffx

x
    。 

  【106 北區模(2)】 

 
p  5 5 5 5 5 1 2 3 4 6 5 

 

11
7

=

條件機率

 q  1 2 3 4 6 5 5 5 5 5 5 

qp 42 −  21 17 13 9 1 19−  16−  11−  4−  16 5 
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答：1 

解：

( ) ( ) ( )

1

111
lim

23

1 −





 −+



 −





−

→ x

ffxfxf

x
 

( )
( ) ( )



















++




 ++×

−





 −





−

=

→
→

111
1

1
lim 2

3

3

1
1

3

xfxx
x

fxf

x
x

( ) 12231' =×+×−= f  

 
第貳部分：非選擇題 

 1. 若實係數多項式 ( )xf 滿足 ( ) ( )∫++−−=
x
k

dttfxxxxxf 234 4 ： 

 (1)試求 ( )xfdeg 。 
 (2)試求 ( )xf 。 
 (3)若 0<k ，試求 k 之值。 

 (4)試計算 ( )∫−
2
3

dxxf 之值。 【106 北區模(2)】 

答：(1) 3 (2) ( ) 124 3 ++−= xxxf  (3) 1−  (4) 65  

解： ( ) ( )xfxxxxf ++−−= 12124' 23 ⇒ ( ) ( )xfxxxxf '12124 23 +−++−=  

故 ( ) 3deg =xf ，而 ( ) cbxaxxxf +++−= 234 ⇒ ( ) baxxxf ++−=′ 212 2
 

故 ( ) ( )12244 323 −+++−=+++− bxaxcbxaxx  

則 0=a ， 2=b ， 1=c ， ( ) 124 3 ++−= xxxf  

故 ( ) 12404 3234 ++−=++−−= kkkkkkkf ⇒ 0124 =−−− kkk  

⇒ ( ) 0161 23 =



 −+−+ kkkk  →

< 0k 0123 =−− kk 無負根⇒ 1−=k  

故 ( )∫− −
=



 +++−=

2
3

2

3

24 65cxxxdxxf  

 2. 已知平面E 為包含直線 L：
1

1
2

1
1

−
=

−−
=

zyx
的平面中與點 ( )2,2,3 −P 距離最遠者，

若F 為包含直線 L的平面，且 ( ) ( )EPdFPd ,
7

1, = ，試計算下列各題： 

 (1)若A n
E

A ( )ba ,1,= 為平面 E 的法向量，試求數對 ( )ba , 。 
 (2)若平面 E 與平面 F 的銳夾角為θ ，試求 θtan 之值。 
 (3)試求平面 F 的方程式。 【106 北區模(2)】 

答：(1) ( )0,2  (2) 6  (3) 0453 =+−− zyx 或 0253 =−++ zyx  

解： L上動點 ( )tttM +−− 1,21, ，A L
E

A ( )1,2,1 −=  

A PM
E

A ( )1,21,3 −−−= ttt ，A PM
E

A ⋅ A L
E

A 066 =−= t ⇒ 1=t  
故P 在 L上投影點 ( )2,3,1 −M ⇒ A MP

E

A ( ) == 0,1,2 A n
E

 
故平面 ( )( )1,1,0 −過E 為 012 =++ yx  
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L：



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，包含 L之平面族 ( ) ( ) 01212 =−++++ zykyx  
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則F ： 041062 =−++ zyx 或 081026 =+−− zyx  
即 0253 =−++ zyx 或 0453 =+−− zyx  

7

1

535

5cos =
⋅

=θ ⇒ 6tan =θ  
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